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INTRODUCTION. 

L'interpretation d'un coefficient de consaiiguinite, (c* de c*), observe 
dans une population humaine, pose des problemes delicats. On peut 
evidemment considerer les unions consanguines comme resultant du jeu 
de la panmixie dans une population a effectif limite, C’est ce que fait 
Dahlberg (I), qui calcule l'effectif total de lisolat a 1'aide de la fre¬ 
quence observee des unions entre cousins germains, supposees contractees 
au hasard, au meme litre que les manages entre sujets non apparentes. 

Ne fautdl pas, au contiaire, considerer que certains groupes humains 
favorisent deliberement les unions entre proches parents ? Dans ce cas, 
le nombre de ces dernieres serait plus eleve que ne le voudrait le simple 
hasard. Ou encore, se manifeste-Ml une tendance a eviter ces unions (2)7 
Alors les manages consanguins seraient trop rares et le coefficient de 
consanguite observe deviendrait inferieur a celui qui resulterait auto- 
matiquement de la limitation de I effectif de la population. 

Ainsi posees, ces questions ne peuvent etre resolues, car si Ion peut 
touj'ours recenser les unions consanguines de degre inferieur, dans une 
aire geographique determinee ou dans un groupe humain defini sociale- 
ment, on n'a pas reussi, jusqu’a present, a predser avec suffisamment 
de rigueur letendue geographique et numerique dun isolat, dest-a-dire 
d'un ensemble dont les sujets se marient exclusivement entre eux. 


(1) Dahlberg. G +P 1947, p. 90. 

(2) Sutter, J. et Tab ah, L., 1956. 
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On pent tenter d'aborder ces problemes a l’aide de deux methodes 
differentes. La premiere methode consiste a multiplier les observations 
sur le terrain, a comparer le c. de c. observe a la ville et a la cam- 
pagne ou dans d autres regions qui offrent des contrastes, a suivre revo¬ 
lution du phenomene pendant plusieurs annees et a mettre en parallele 
le c. de c. et la densite des unites geographiques utilisees (3). 

La deuxieme methode, plus theorique, releve de la genetique des popu¬ 
lations et s’attache a concevoir des modeles mathematiques dont la 
structure serait aussi proche que possible des conditions rencontrees 
dans les populations humaines. C’est a cette derniere categoric de 
recherches que se rattache cette note. Nous cherchons la relation qui 
unit le c. de c. a qui resulte d’un regime matrimonial donne et le coeffi¬ 
cient de correlation gametique r qui permet de rectifier la loi de Hardy- 
Weinberg. Nous etudions ici uniquement le cas d’une population a effec- 
tif constant et reduit et nous analysons en detail le cas N = 2. Ces 
effectifs tres faibles se rencontrent souvent en laboratoire ou 1‘objectif 
principal est d obtenir des individus homozygotes pour tous les loci. Ce 
probleme a ete traite par Haldane. Fisher, Li, Kempthorne (4) et 
d’autres. 

Nous nous proposons simplement ici de presenter la question de 
maniere intuitive et de preciser la signification de a et de r. 

1. Calcul du c. de c. « dans une population a effectif 
N = 2, composee, a chaque generation, d’un male 
et d’une femelle. 

Les 2 enfants de chaque couple s’unissent entre eux. Lorsque, comme 
ici, il n’y a qu’un couple au depart, ce regime de croisement frere par 
soeur, repete a chaque generation equivaut a la panmixie. 

Soit done un couple initial M„ X N 0 composant la generation F„. 
Pour suivre les loci individuellement, nous figurons chaque locus d’un 
couple d’alleles par une lettre particuliere, qui designera toujours ce 
meme locus dans la descendance. 

Soient done ef les loci homologues de M 0 et gh ceux de N„. Chacun 
de ces loci est le siege de Tun ou l’autre des genes alleles A on a. 

Designons par M n X N„ le couple de la nieme generation F„. Les 
enfants du couple M„ X N„ seront caracterises par la possession des 
paires de loci : 

eg. eh. fg ou fh. 

chaque type d’enfant ayant une probability egale a ]/^\ ces enfants de 
la generation Fj formeront les couples de plusieurs types, dont les des¬ 
cendants respectifs figurent dans les cases du tableau I. 

(3) Twiesselmann, F. et al.. 1962; Defrise, E. et al.. 1963. 

(4) Haldane, ]. B. S.. 1937; Fisher, R.. 1949; Li. C. C.. 1955 (p. 115 et 189); 
Kempthorne, O., 1957 (p. 81). 
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TABLEAU L 

Chaque case re pre sente une union possible en F ( et contient les probability des genotypes 
des enfants issus de cette union. 




Mi 

3 


N, 9 

eg 

eh 

tg 

fh 


P = 'A 

p = 14 

P - A 

p = A 

eg 

ee A 

ee J 4 

ef l4 

ef A 


ey Ai 

eh K 

eg A 

eh A 

P = A 

99 At 

eg A 

fy A 

fy At 


yh % 

gg A 

gh A 

eh 

ee % 

ee A 

et A 

et At 


ey A 

eh A 

eg A 

eh A 


eh A 

hh 'A 

th A 

fh A 

P = A 

yh A 


gh A 

hh A 

fg 

ef 14 

el A. 

tl 14 

tl A 


ey A 

ey A 

fg A 

fg !4 


fy A 

fh A 

yy J4 

fh A 

p = y 4 

yy A 

yh A 


yh A 

lh 

ef A 

el a 

a A 

ft J4 


eh y A 

eh A 

lh A 

fh Ai 


fg J4 

fh A 

fy At 

hh J 4 

P = A 

yh A 

hh A 

yh At 



Le couple eg X eg (prob* = 34 ^ X A) aura, en generation F 2 , des 
enfants FvL et N 2 qui seront respectivement ee, eg, gg avec des proba¬ 
bilites a priori egales a J^ P *4- 

II est des lors facile de calculer la probability a priori d un enfant ee 
en generation F 2 . 

P (ee en F.) = P (e^ X eg en F 2 ) X J4 + P ( e g X eh en FJ 

X % + P {eh X eg en F.) X % + P (eh X eh en F x ) X % = Vie- 

P (2 loci identiques en F_,) = Pfeej + P (ff) + P (gg) + P (hh) 

= V« x 4 = 

est, par definition, le coefficient de consanguinity des enfants de 
la generation F 2 . 
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Du tableau I on tire encore : 

P(ef en F.) = P (gh en F 3 ) = % = P 3 . 

P(ep en F*) = P(eft en F 2 ) = P(fg en F 2 ) = P(/A en F a ) = Vs 

- Q,- 

Les enfants de la generation F 2 formeront les couples IvL X N_> T avec 
des probabilites qui ne sont pas egales au produit des probabilites du 
type de chacun des conjoints; en effet f les conjoints sont frere et soeur 
de sorte que les probabilites de leurs genotypes respectifs ne sont pas 
independantes. 

La probabilite d'un couple ee X ee en F^ vaut, par exemple, x / ii4r alors 
que celle d un enfant ee de la meme generation est v ie (V<>4 7^ ViV) ■ 

A la generation F„, les probabilites a priori respectives des geno¬ 
types ee (ou ff r gg f hh), ef {ou gh) et eg (ou eh, fg, fh) sont P„. 

Deux seulement de ces genotypes sont realises et c + est d + eux que depen¬ 
dent les genotypes des enfants de la generation suivante. <*„ est la pro¬ 
babilite d’avoir deux loci identiques, H„ — 2P„ r 4Q„ la probabilite 
d'avoir 2 loci d'origine distincte. On a, naturellement a n 4 2P„ + 4Q W 

— L 

Le tableau II donne les probabilites a priori de chaque genotype pour 
les generations successives* 

On remarque que des la 3 V generation les probabilites a priori des 
sujets ef (ou gh) sont differences des probabilite des sujets eg (ou eh, 
fg, fh ). Durant toutes les generations ulterieures le souvenir du couple 
initial (ef X gh) est done conserve et les loci de ou de se trou- 
vent un peu moins souvent reunis chez un meme individu que deux loci 
dont Tun provient de M 0 et I'autre de N t) . Bien entendu r la difference, 
entre les probabilites P (ef) et P (eg) diminue continuellement; elle n’est 

3 

deja plus que de - a la 6 e generation, 

128 

Les probabilites a priori des individus a loci identiques augmentent 
rapidement et tendent vers un. 

Le tableau II revele immediatement que P tt est toujours la moitie de 


Q n ~i tandis que Q n vaut P„ 1 
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TABLEAU II. 


Probabilities des differents genotypes dans les unions frere-soeur repetees. 


Couples 

Prob. de 2 loci 
identiques — 

(c. de c + ) — 

P(ee) = P(ff) = 
P(«p) = P<Ah) = 

a 

4 

P(ef) =?(*,/.) 

= P 

P( efi r)=P(e/>) 

- P(fe) = 

pm = q 

M., x N„ 

0 

o 

1 

0 

M, x N, 

0 

0 

2 

0 

1 


l 

1 

1 

4 

1 

M- X Na 


-- 

—_ 

__ 


4 

16 

8 

8 


3 

3 

i 

1 

Mu X N, 

— 

^ — - 

_ 

__ 


s 

32 

16 

3 


3 

3 

1 

3 

x N, 

-. 

— 

-- 

— 


16 

64 

16 

32 

M:, x Nr, 

19 

19 

3 

5 

- 

— 

-- 

-, 


32 

128 

64 

64 

Me x N c 

43 

43 

5 

8 

—. — . 

—_—. 

—— 

__ 


64 

256 

■ 

128 

- 

128 

1 

M„ x N. 

■ 

a n 

Q* - 1 

Pa-l 


4 

P-= ~ 1 

Q«=P*+- 

2 


Cela permet d’etablir les formules de recurrence : 

Gn - , Q« - 2 

Qrt —-— + --— 

2 4 

P« — i P« — 2 

— —- + ———— 

4 


2 
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et, si I on appelle 1 — = H„ = 2P n + 4Q W ia probability d avoir des 

loci non identiques on obtient ; 

— i I - —- ** 1 1 — 2 

Hjj = —-— + ——-— et a n — — + —- + —-— formules 

2 4 4 2 2 

bien connues, la premiere etant celle de la serie de Fibonacci, 

La seconde formule est obtenue par Malecof (5) par des raisonne- 
ments purement probabilistes. 

2, Utilisation du tableau II des loci pour deter¬ 
miner 1 es probabilites a priori des genotypes 
A A p A a et a a dans la descendance de la popu¬ 
lation N — 2. 

A) Les loci e, f r g , h de la generation F„ sont le siege de genes pris 
au hasard dans ime vaste population panmictique ou les genes alleles A et 
a ont les frequences respectives p et q. 13 s ensuit que c, /, g et h sont 
occupes par le gene A avec une probability p et a avec ime probability q. 
Un genotype sera AA r soit parce quit a 2 loci identiques et que l un 
est occupe par le gene A, soit parce qu'il a 2 loci differents mais occupes 
tous deux par le gene A, 

La probabilite a priori d avoir un individu A A a la generation F* 
est done : 

P(AA en F n ) — &«-p + (1 “ p 2 = p" + pq 
P(A a en F„) = (1 — a*) 2pq 

P{aa en F n ) — a. M q + (1 — <x n ) q~ — q- + a n pq 

La forme meme de ces formules prouve que le coefficient de corre¬ 
lation gametique r*, evalue a priori, est egal a a n * 

En effet, si D, H et R sont les frequences relatives des genotypes A A, 

H H 

Aa et aa dans une population quelconque, alors p = D + —, q = R + — 

2 2 


D—p- DR - 

et, par definition, r — —-=—--- 

pq pq 

En rempla^ant D par sa valeur p- : pq, on obtient r„ — 


(51 MalEcot, G.. 1948, p. 29. 
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Lorsque les loci de sont tires au hasard d une population panmictique 
nombreuse et que N = 2 r on a : 


<Tin Fn* 

B) La nature des genes qui occupent les loci de la generation 
est donnee au depart, 

l* r cas . Le couple initial M 0 X N 0 a les genotypes A A X aa. Les 
genotypes des generations ulterieures se deduisent du tableau II en y 

TABLEAU III. 

^ A A x aa; e = f = A, g — h — a. 


Generation 

Prob, 
a priori 
des 

genotypes 

AA 

Prob, 
a priori 
des AA 
a loci 
identiques 

Prob. 
a priori 
des AA 
a loci non 
identiques 

a: 

(a priori) 

r 

(a priori) 


1 


1 




—— 

1 

+ 

o 

J! 

0 

1 


2 


2 



Fi 

0 

= 0 + 0 

0 

- 1 


l 

1 

1 

1 


F* 

—— 

— — - — 4 

— — 


0 


4 

8 

8 

4 



1 

3 

1 

3 


Fa 

— 

— — — j 

__ 


0 


4 

16 

16 

8 


Fa 

5 

4 

1 

8 

1 


16 

16 

16 

16 

4 


11 

19 

3 

19 

3 

F a 

—— 

— —_. _i_ _ 




32 

64 

64 

32 

8 


24 

43 

5 

43 

8 

F 6 

-- 

—-4 

—— 

_ 

-—— 

* 

64 

128 

128 

64 

16 

* 

* 



* 

* 

F„ 

P( AA) r 

= -—— 4- 

Pn 


r H — < x n _ £ 



2 
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remplagant les lettres e, / et g t h respectivement par les lettres A et a. 
Le tableau III resume la situation. 

Conimentaires du tableau III. 

1. La proportion des A A a loci identiques augmente rapidement. 

2. La probability a de 2 loci identiques ne depend pas de )a nature 
des genes qui occupent les loci. 

3. La signification exacte du coefficient de correlation r evalue a priori 
figurant dans la derniere colonne du tableau III est la suivante : r w est 
le coefficient de correlation gametique que I on obtiendrait dans la gene¬ 
ration F n si Ion etait parti de nombreux couples de genotype AA X aa 
et si l'on avait continuellement pratique les unions frere-soeur. II est 
bien entendu que si la population ne contient quun seul couple, dans 
chaque situation ulterieure effectivement obtenue, on observera un coeffi¬ 
cient de correlation gametique different, en general, de celui du tableau III. 

4. A la generation, les genotypes AA, Aa et aa out des probability 
a priori conformes a la loi de Hardy-Weinberg (p“ f 2 pq, q 1 ) II en 
resulte que si I on considere cette generation F* comma generation ini¬ 
tiate, on est ramene a la situation decrite dans A) ou les loci sont occupes 
par des genes tires d une population panmictique nombreuse, II n est done 
pas etonnant que, dans le tableau III, r 4 de la generation F 4 ait la valeur 
de De meme r r , vaut a a , etc. 

5. L'Heritier donne (6) une regie pour cakuler le coefficient de corre¬ 
lation gametique dans une situation determinee, cest-a-dire dans une 
population telle qu'elle existe reellement a une generation donnee : r vaut 
la difference entre le coefficient de consanguinity observe, resultant des 
unions consanguines effectivement contractees, et le c. de c. evalue a priori 
dans une population panmictique, et qui resulte automatiquement de la 
limitation de l effectif. 

Or, dans noire exemple, pour N = 2, les deux regimes — pamnixie 
et unions frere-sceur repetees — sont identiques, car le liasard de la 
panmixie se reduit ici a une certitude, II faudrait done que le coefficient 
de correlation gametique s'annule puisque les deux c, de c., V un observe, 
1 autre evalue a priori, sont egaux , 

Or, grace au tableau III, on peut constater d abord que r. evalue a 
priori, ne s'annule pas. r, effectivement observe, ne s'annule pas davan- 
tage. II faudrait, en effet, d'apres L'Heritier* que dans chaque situation 
genetique effectivement realisee, I on ait : 

jy - p* H* 

r — --—-- — 0, c est-a-dire D’ — p 2 — (D f + ——) 2 f 

p'q 2 


(6) LHeritieh, Ph., 1954, p. 389. 
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p r et q etant Ies frequences geniques effectivement observees, D* celle 
des genotypes A A, H* celle des genotypes A a, Si Ton aboutit, en F w 
a un couple quelconque X N„, par exemple de genotype : AA X Aa, 
on a p = Y A \ q = mais D F = x / 2 ^ p 2 = Vio* 

Meme si 1'on prend le couple genotypiquement le plus probable a une 
certaine generation, on n'obtient pas systematiquement r — 0, comme il 
est facile de le verifier. 


TABLEAU IV, 

Mu X No : Aa X A a; e “ j g — A t f — h 


Generation 

Prob. 
a priori 
des 

genotypes 

AA 

Prob. 
a priori 
d es A A 
a loci 
identiques 

Prob. 
a priori 
des AA 
a loci non 
identities 

Ci 

(a priori) 

(a priori) 





L* u'j,.. , 


F„ 

0 

II 

o 

+ 

o 

° 

-i 

F, 

1 

1 

= o + - 

0 

0 


4 


4 




I 

1 

1 

1 


F: 

——- 

= ~ 

-—— 


0 


4 


8 

4 



5 

3 

i 

3 

1 


—.— 

— - 


——— 

- ■ 


16 

16 

8 

8 

4 

p 

11 

8 

3 

8 

3 

Cm 

32 

1 

[O 

32 

16 

8 


24 

19 

5 

19 

8 

Fs 

—— 

— —--. _L _ 

__ 

—_ 


64 

64 

64 

32 

16 


51 

43 

8 

43 

19 

F e 

-—— 

= -j- -—■— 


— 

■ 

128 

128 

128 

64 

32 

* 



<v JM 




F* 

P( AA) 

— H 

Qn 

a n 

r Jt — , 



2 



1 
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LHeritier a. implicitement, envisage les seuls cas ou l'effectif est suffi- 
samment grand. C'est notamment le cas des experiences poursuivies sur 
des races animales (chevaux, betail) ou ]e nombre de sujets est ccnsi- 
derable. Si le raisonnement n’est pas totalement convaineant, il a cepen- 
dant le merit e d'avoir mis en evidence que les notions de coefficient 
de correlation gametique et de coefficient de consanguinity ne sont 
pas absolument superposables. 

2 me cas. Le couple initial M fl X N 0 a les genotypes A a X A a* Le 
tableau IV resume la situation. 

Comnientaires du tableau IV. 

L A la premiere generation, les genotypes AA, Aa et aa ont les 
probability a priori respectives Y> Y et con formes a la loi de Hardy - 
Weinberg. Si Ion part de cette generation F It on est ramene au cas A), 
de sorte que r 3 — r, v — etc. {voir aussi commentaire 4 du tableau 

in). 

2, En comparant les tableaux III et IV* ou les couples de depart sont 
respectivement A A X aa et Aa X Aa, on constate que* dans le premier 
cas, on a, en F ?J : 


P( AA) = 




2 


+ P» 


et pour le second : 


P(AA) — —— + On- 

2 

Ces deux formules conduisent pour les premieres generations a des 
valeurs differentes; mais lorsque n croit, la difference entre P„ et Q fi 
diminue, ces deux probability devenant elles-memes insignifiantes par 
rapport a <x n > Pour un nombre de generations sufflsamment grand* on 
aura pratiquement dans les deux cas des probability a priori egales 
pour le nombre dhomozygotes, 

3. Chaque gene ayant une chance non negligeable d'etre elimine, 
on a bon tit fatalement, apres un nombre suffisant de generations, a une 
lignee purement homozygote, qui a la probability a priori Y d’etre AA 
et la probability a priori Yi d'etre aa. 

Cette remarque s'applique aussi au tableau III. 

3 !H& cas. Le couple initial X N 0 a les genotypes A A X Aa. Le 
tableau V resume la situation. 
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TABLEAU V 


Mu X N„ : AA x Ac?; e = f = g = A. h = a 


Prob. 
a priori 

Generation , des 

genotypes 

I AA 

Prob. 
a priori 
des AA 
a loci 
identiques 

Prob. 
a priori 
des AA 
a loci non 
identiques 

a 

(a priori) 

r 

(a priori) 

1 



1 


1 

F 0 - 

= 0 

4 

— 

0 


2 



2 


3 

1 



1 


1 

Fi 

= 0 

4- - 

0 

_ _ 

2 



2 


3 

9 

3 


3 

1 


F, - 

= - 

4- - 

— 

0 

16 

16 


8 

4 


19 

p 

9 


10 

3 

1 

r 3 i - 

32 

32 

32 

8 

6 

40 

F 

24 


8 

8 

11 

1^4 - 

64 

64 

4 

32 

16 

12 

83 

57 


13 

19 

11 

F:, - 

— _ 

4 

_ 

_ 

_ 

128 

128 


64 

32 

24 

171 

F 

129 


21 

43 

27 

r,i - 

256 

• 

256 

4 

128 

1 

64 

48 

• 

• 

3 



: 


F. P( AA) = 

- - 

4- (P„ 4- 2Q«) 

«# 

r„ 

1 1 

4 






Commentaires du tableau V. 

1. II n'y a plus entre a et r une relation aussi simple que dans les 
2 cas precedents : le numerateur de r„ est la somme des numerateurs 
de a n - 2 et a n -i, le denominateur de r n est egalement la somme des deno- 
minateurs de a w _ 2 et « n -i. 
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2* Dans les 3 cas, que 3e couple initial soit AA X an, Aa X Aa 
ou AA X Aa, on trouve, en 2 lue generation r, 2 — 0. Rappelons que ce r> 
est le coefficient de correlation gametique calcule a priori que Ion 
obtiendrait en si, en F tl , on etait parti dun grand nonibre de couples 
de genotypes identiques* 

Le coefficient de correlation gametique a priori est nul parce que 
tout individu en generation contient en fait 2 genes alleles pris au 
hasard dans la generation F„; en soiume, pour prevoir la frequence des 
genotypes en F n+ -,, connaissant la situation reelle en F w , on applique 
simplement aux frequences geniques de la population F, r les regies de 
la panmixie, de sorte que I on obtient r tl+2 = 0; en effet, la population 
de F n +z est formee de rebrassage des genes presents en F„. Mais on ne 
pent passer de la meme fa^on de F,j a F, l+ a* Dans ce cas, les unions 
frere-soeur repetees bouleversent les resultats. 


Conclusion. 

La difficulty, lorsqu on part d une situation reelle, est qu'on ne pent 
calculer a partir de celle-ci, que des probabilites a priori, mais non des 
valeurs probables autour desquelles se grouperaient les resultats tous 
egalement possibles* Rappelons que, dans les tableaux III et IV* la 


probability a priori dun sujet A A est — 3 c’est-a-dire x / 2 puisque a w 

2 

tend vers L Mais en realite, ce que nous trouverons apres de nombreuses 
generations ce seront des sujets A A (on aa) avec one frequence 1. 
La probability a priori ne donne done pas une idee de la frequence que 
Ton observers reellement. 

2, Les notions de r et de a ne sont pas superposables, sauf si Ton 
tire les loci du couple initial d une vaste population panmiefique. 


Abstract. 

An attempt is made to present in a simple form the successive gene¬ 
rations under sib-mating in a population with only two specimens* The 
individual loci can be followed up easily* It is shown that gametic 
correlation coefficient r and coefficient of inbreeding a are different 
concepts* The formula r — a — a given by L'Heritjer, in which a. stands 
for observed and d for a priori calculated panmictic inbreeding coeffi¬ 
cient is disproved by examples. 
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Resume* 

Certains resultats connus d Line population d'effectif 2 pratiquant des 
unions frere-sceur repetees, sont presentes sous one forme simple qui 
permet do suivre aisement le sort d T un locus individual dans les gene¬ 
rations successives. On montre : 1° que le coefficient de correlation 
gametique r et le coefficient de consanguinity « ne sont pas des notions 
superposables; 2 W que P dans plusieurs exemples, la formule r — a—a 
de L’Heritier n'est pas verifiee, a etant le coefficient de consanguinity 
observe et o' celui qu on calcule a priori dans une population supposee 
constamment panmictique. 
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